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 مقدمه
که موضوع ارتعاش به عینأ در ابزار موسیقی مانند  مند شد و به مطالعه آن همت گماشتبا ابداع اولین ابزار موسیقی انسان به موضوع ارتعاشات علاقه 

فیثاغورث را اولین شخص می دانند که درباره اصول موسیقی بصورت علمی مطالعه کرده است و آزمایشاتی درباره سیم مرتعش انجام داد. چنگ و تار بود  

.ش برد و یک لرزه نگار از جنس برنز اختراع کردنددر چین هم بدلیل زلزله محققان را به فکر ارتعا  

رورت داردپدیده هایی مانند زلزله و طوفان و انتقال محوله ها روی وسایل نقلیه چرخ دار مشخصه تصادفی دارند از این رو تحلیل ارتعاشات تصادفی ض  

 اهمیت مطالعه ارتعاشات  
بینیم زیرا امواج نور  شود یا می دلیل آنکه پرده گوش مرتعش میه شنویم ب به عنوان مثال می .رداغلب فعالیت انسان به گونه ای با ارتعاشات سروکار دا

.نوسان می کند تنفس با نوسان ریه ها یا قدم زدن با حرکت نوسانی دست و پا و غیره انجام می شود  

سیون ها،سازه ها و موتورها وسیستم کنترل به کار می برند و اکثرأ امروزه عمدتأ درباره ارتعاشات مطالعه می کنند و آن را در طراحی ماشین ها ، فوندا

.دستخوش نوسان هستند  

روی می دهد و نمونه های زیادی از شکست  تشدیدپدیده  ،وقتی فرکانس طبیعی ارتعاشات یک سیستم با فرکانس برانگیزش خارجی برابر می شود

  . سیستم بر اثر تشدید وجود دارد

از ؛ شود نامیزانی ماشین به حداقل برسد از طریق طراحی درست ماشین آلات است و سعی میارتعاشات مطالعه ارتعاشات، کاهش یکی از اهداف مهم 

.های اخیر کاربرد وسایل مرتعش گسترش یافته است این رو در سال  

 

:نوسان  

ارتعاش یا نوسان گویند ،هر حرکتی را که پس از یک بازه زمانی تکرار می شود  

سان:اجزای سیستم نو  
یک سیستم نوسانی به طور کلی شامل ذخیره کننده پتانسیل)فنر یا یک جسم الاستیک(، ذخیره کننده انرژی جنبشی)جرم یا اینرسی( و مستهلک 

)میراگر(.کننده انرژی  

 هنگام نوسان انرژی پتانسیل سیستم به انرژی جنبشی تبدیل می شود  و برعکس

گویند گسستهسیستم  ،که درجه آزادی آن ها محدود است را سیستمی  

گویند پیوستهسیستم  ،که درجه آزادی آن ها نامحدود است  را سیستمی  

 ارتعاش آزاد:

.مانند آونگ ساده ؛گویند ارتعاش آزاد پس از آشفتگی اولیه بدون دخالت نیروی خارجی به نوسان در آید را اگر یک سیستم  

 ارتعاش واداشته:

.گویند ارتعاش واداشته ،تحت تاثیر یک نیروی خارجی نوسان کند را یک سیستماگر   

:ارتعاشات میرا  

.گویند  ارتعاشات میرا اگر انرژی یک سیستم نوسانی تلف شود و در آخر بایستد را  

 ارتعاشات نامیرا:

.گویند ارتعاشات نامیرا اگر انرژی یک سیستم نوسانی تلف نشود  را  

.میرایی بسیار حائز اهمیت می شوددر حالت تشدید   
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:ارتعاش منظم  

آن برانگیزش منظم و حرکت سیستم را ارتعاشات منظم گویند ،اگراندازه برانگیزش موثر در یک سیستم نوسانی در هر لحظه معلوم باشد  

 گاهی برانگیزش تصادفی است

:ترکیب فنرها  

فنر سری  -فنر موازی  

 اجزای میرایی:

سکوزسیستم با میرایی وی_1  

سیستم با میرایی کولمب)اصطکاک خشک(  _2  

 3_سیستم با میرایی پسماند 

 کاربرد ارتعاشات در کشاورزی

های اصلی پایش وضعیت و عیب یابی تجهیزات دوار، مورد پذیرش قرار گرفته  در بسیاری از صنایع به عنوان یکی از تکنیک ،آنالیز ارتعاشات

 و بکار می رود . از یک دیدگاه کلی، ارتعاشاات ماشاین آلات در دو دسته قابل تقسیم است : ارتعاشات حالت پایدار و ارتعاشات حالت گذرا )

کردن (. برای دسته اول روشهایی همچون تحلیل مقدار کلی ارتعاش، ماشاینهای دور متيیر و یا ماشینهای دور ثابت هنگام استارت یا خارج 

 اآنالیز فرکانسای، آنالیز شاکل موج و آنالیز فاز و برای دسته دوم، آنالیز شکل موج، منحنی بود و نایکویست، منحنی قطبی، منحنی آبشاری ی

مطالعه ورد مرهای فرآیندی برای تکمیل عیب یابی از طریق ارتعاشات، واترفال بیشترین کاربرد را دارا هستند . در این مقاله استفاده از پارامت

 قرار می گیرد .

تشاخیص خطا یا عیب یابی در ماشاین های دوار با آنالیز ارتعاشاات یکی از پارامترهای مهم در نگهداری این ماشاین ها محسااوب شده و از 

سال پیش آغاز گردید . تشخیص مشکل ماشینها  05انیتورینگ و عیب یابی از دیرباز مورد توجه قرار گرفته است . استفاده از ارتعاش برای م

اساتهلاک بیشاتر ماشااین نیز جلوگیری خواهد کرد . امروزه به   از خرابی و ،از روی عارضاه های ثانویه در آنها علاوه بر رفع عیب پیش آمده

شاین ها، تشاخیص خطا در این سایستم های نیز اهمیت بیشتری علت رقابت های تجاری و حتی نظامی و بزرگی بیش از اندازه و اهمیت ما

بیشتر بخاطر جلوگیری از خروج ماشین از سرویس و یا عدم تولید  ،یافته اسات . اهمیت عیب یابی ساریع در ماشاین های حسااس و بزر 

  . است که هزینه ناشی از آن در خیلی از موارد به مراتب بیشتر از رفع عیب می باشد

عاشاات یکی از روشهای مرسوم در عیب یابی ماشین های دوار محسوب می گردد . به علت ماهیت دینامیکی این ماشین ها و تيییر آنالیز ارت

یب یابی مؤثر می باشند . عیب عمشاخصاه های دینامیکی آنها در اثر پیدایش عیوب مختلف و در نتیجه نحوه تيییر پاساخ آنها، در روشهای 

روز  هپردازش ارتعاشات مورد توجه بوده و روز ب خصوص با پیشرفت وسایل اندازه گیری وه ها پیش و ب ین ها از سالیابی با ارتعاشات در ماش

 کامل تر شده است.

 :متداولترین عوامل ایجاد ارتعاش در ماشین های دوار عبارتند از

 عدم تعادل جرمی -1

 عدم هم محوری در کوپلینگ ها -2

 محورهای خمیده -3

 شده چرخ دنده های سائیده -4

 یاتاقان های سائیده شده و خراب -0
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 تماس موتور با قسمت های ساکن -6

 نیروهای الکتروميناطیسی -7

 نیروهای هیدرولیکی و آیرودینامیکی و کاویتاسیون -8

 لقی -9

 تشدید -15

 

 

 :نکات موجود در اندازه گیری ارتعاشات

فصل مشترک دستگاه با محیط  ،را یاتاقان هازی؛ بهترین نقاط اندازه گیری ارتعاشاات ماشین های دوار یاتاقان های دستگاه هستند -1

ان ، یاتاق ارتعاشاات از طریق یاتاقان به بخش مورد نظر می رساد. همچنین آسیب پذیرترین ع و ماشین آلات عمدتاً و می باشاند

 .می باشد

اندازه گیری را در دو جهت یا انادازه گیری را می توان در جهات مختلفی در هر نقطه انجام داد. لذا با توجه به تجربه می توان این  -2

 .فقط یک جهت انجام داد

بین سه عامل جابه جایی ،سرعت و شتاب ،مقدارسرعت برای سنجش ارتعاش توصیه شده است. در یاتاقان های ژورنال ،جابه جایی  -3

گویا  ، شتاب عاملشافت نسبت به یاتاقان اندازه گیری می شود. برای تشخیص عیب گیربکس هایی که دارای دورهای بالا هستند 

 .تری است

سنسورهای غیرتماسی بر مبنای امواج الکتروميناطیسی ،  .سانساورهای ارتعاشاات می تواننداز نوع تماسای یا غیرتماسای باشاند -4

این سنسورها بر روی یاتاقان محکم شده و تحت حرکت ارتعاشی یاتاقان قرار دارند ولی همواره  .ارتعاش محورها را اندازه می گیرند

صاله نسابی شافت از یاتاقان را اندازه می گیرند. در مواردی که اندازه گیری دائمی در ماشین آلات حساس کارخانه مدنظر باشد، فا

آهن ربا و یا پیچ به یاتاقان دستگاه متصل شده که جابه  یوسیلهه سنسورهای تماسی ب .از این نوع سانساورها اساتفاده می شاود

می گیرند. این سانساورها برای یاتاقان های بلبرینگی مناسب هستند.این سنسور ها معمولا سرعت و اتاقان را اندازه یجایی مطلق 

 .شتاب نقاط را اندازه می گیرند

دینامیکی توجه داشات. ساازندگان سانسورها حساسیت مناسب برای  یدر مورد انتخاب حساگر ها باید به حسااسایت و محدوده -0

 .سنسور را نیز مشخص می نمایندانتخاب سنسور را ذکر نموده و کاربرد 

سانساورها باید در فرکانس های مختلف دارای حسااسایت یکساان باشااند تا تمامی دامنه های مربوط به فرکانس های مختلف را  -6

 .درست اندازه بگیرند

ی ثابت م وسیع یتر وحساسیت آنها در این حوزه فرکانسای شاتاب سانا های پیزوالکتریک )از نوع تماسی( وسیع یمعمولا حوزه -7

 .باشد

گاهی اوقات با اسااتفاده از فیلترهایی می توان بخش فرکانساای مطلوب ارتعاشااات را آشااکار کرده و بقیه فرکانس ها و دامنه های  -8

 .مربوطه را حذف نمود
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   ن به حساسیت برای اندازه گیری لرزش و تعداد دفعات اندازه گیری و ثبت ارتعاشات می توا ،از عوامل موثر بر تعیین دوره های زمانی

 موضوع ارتعاشات اهمیت بسیار زیادی در ماشین های صنعتی .دستگاه وتعدادنفرات نیروی انسانی متخصص و امکانات موجود اشاره کرد

 دارد.

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 فصل دوم:
 

 : ارتعاشات یک بعدی و دو بعدی 

 شود:درجه آزادی یک سیستم به صورت زیر تعریف می 

سایستم در هر لحظه مورد نیاز است. ارتعاشات به صورت یک  یکمترین تعداد مختصاات مساتقلی که برای تعیین وضاعیت تمام اجزا

درجه آزادی، دو و ساه درجه آزادی اسات. به عنوان مثال یک آونگ سااده ارتعاش یک بعدی دارد؛ و یا یک سیستم با دو غلتک که به 

 دوبعدی است. شوسیله یک میله به هم متصلند و در دو جهت مخالف می گردند ارتعا

 

 ای مکانیکی :ضریب فنریت اجز

 برای بدست آوردن ضریب فنریت به نحوه قرار گرفتن جرم توجه می کنیم، که سه مورد آن مورد بررسی قرار می گیرد.

 

 
 فنر به صورت یک میله ی کششی :

 

  

F = Kx = K. δ ⟹ K =
F

δ
      

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 دار:فنر به صورت تیر یک سر گیر 

δ =
FL3

3AE
  , K =

F

δ
  ⇒   K =

3AE

L3
  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  :فنر به صورت تیر دو سر گیر دار
 

δ =
FL3

192 AE
   , K =

F

δ
  ⇒   K =

192AE

L3
  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 (حالت استاتیکی

∑FX = 0     ⇒   +mg − Fk = 0  
             

+mg − K. δst = 0    ⇒   mg = Kδst   

 

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 (حالت دینامیکی

∑FX = max = mẍ         ⇒   +mg − K(x + δst) = mẍ  

⇒ mg − Kx − Kδst = mẍ       → (mg = Kδst)  

⇒ mẍ + Kx = 0   

 

mẍ + Kx = با ضرایب ثابت     2معادله دیفرانسیل خطی مرتبه   0  

 

m تقسیم بر 
→      ẍ +

K

m
x = 0  

معادله مشخصه   ∶ r2 +
K

m
= 0  → r1,2 = ±√

K

m
. i       فرکانس ارتعاش طبیعی سیستم   

 به صورت کلی تر داریم:

ωn = √
Keq

meq
  

FX∑پس از این در رابطه ی  نکته : = max = mẍ   ه نسبت به زمان تيییر کنند به طور مثال کفقط نیروهایی را وارد می کنیم

 را وارد معادله نمی کنیم.نیروهایی مانند وزن که نسبت به زمان ثابت اند 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 محاسبه ی جرم معادل در سیستم های ارتعاشی یک بعدی :

 فنر( با سیستم اصلی استفاده می کنیم.-جنبشی سیستم معادل )سیستم ساده شده ی جرمبرای محاسبه ی جرم معادل از برابری انرژی 

 در یک سیستم متشکل از چند جرم برای سهولت می توان از یک جرم معادل استفاده کرد:
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 ترکیب جرم هایی که به یک میله صلب متصلند و حرکت انتقالی دارند. -1

 

∑
1

2
miẋi

2 =
1

2
meqẋeq

2   

 
 حرکت انتقالی و دورانی دارند.هایی که  ترکیب جرم -2

∑
1

2
j0θ̇i

2 =
1

2
j0eqθ̇eq

2   

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 نحوه ی ذخیره انرژی جنبشی در جسم:

 اصل پایستگی انرژی:

ند. چون سیستم پایستار می گوی را انرژی کل آن ثابت می ماند وآن ،اگر یک سیستم فقط تحت تاثیر نیروی پتانسیل قرار داشته باشد

تم مجموع این دو انرژی برای یک سیس ،بخشی از انرژی یک سیستم نوسانی به صورت جنبشی و بخشی دیگر به صورت پتانسیل است

 ری نحوه ذخیره انرژی جنبشی دراپایستار ثابت است. انرژی جنبشی در جرم و انرژی پتانسیل در فنر ذخیره می شود و فرمولهای زیر ب

 جرم است.

 باشد مقدار انرژی جنبشی دخیره شده در این جسم برابر خواهد بود با : xیا   yدارای حرکت خطی در راستای  mاگر جسم به جرم  .1

 

{
EK =

1

2
mẋ2

EK =
1

2
mẏ2

:   حرکت خطی جسم

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

EKبه اندازه ی  ،حول مرکز ثقل خود دوران کند rاگر جسم استوانه ای یا دیسکی شکل با شعاع  .2 =
1

2
j0θ2̇  انرژی جنبشی در خود

 ذخیره می کند.

j0 =
1

2
mr2  

 : hو طول  rبرای دیسک و استوانه با شعاع 

j0 =
1

2
(ρV)r2 =

1

2
ρ(πr2. h). r2   ⇒ j0 = ρh (

πr4

2
)  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 حرکت دورانی میله حول یک سر آن: .3

 

j0 =
1

3
ml2                          



vibration  

 

12 Dr. eng. D. kalantari            

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  : Lبه فاصله ی  Oحول نقطه ی   mحرکت پاندولی جرمی به جسم  .4

 

                                                         j0 = ml
2  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 را در خود ذخیره می کند . خطی و دورانی اگر دیسکی یا استوانه ای بر روی زمین غلت بخورد )سطح زمین زبر باشد( هر دو نوع انرژی .0

EK =
1

2
mẋ2   , EK =

1

2
j0θ̇

2  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

EK   چنان چه جرم فنر در یک سیستم ارتعاشی نسبت به بقیه اجزای سیستم قابل توجه باشد به اندازه .6 =
1

2
(
1

3
m)x2̇  در خود

 به عبارت دیگر : ،انرژی ذخیره می کند

meq =
1

3
m   

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 
7.    

 

j0 =
1

12
ml2 +m(

l

2
)
2

 ⇒ j0 =
1

3
ml2  

j0 =
1

12
ml2 +md2   ⇒ j0 =

1

12
ml2 +m(

l

2
− a)2  

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 

 

 

 

 

 

 



vibration  

 

13 Dr. eng. D. kalantari            

 

 کنید. را محاسبهاشی نشان داده شده سیستم ارتعمثال: جرم معادل 

 
 

 
1

2
m1ẋ1

2 + [
1

2
m2ẋ2

2 +
1

2
j0θ̇

2] + [
1

2
(
1

3
m3) ẋ

2] + [
1

2
(
1

3
m4) ẋ

2] =
1

2
meqẋ

2  

 

∆AA′O~∆OBB′      → 
x1

x2
=
l1

l2
  

→ روش دوم  tan θ =
x1

l1
=
x

l3
   →     

ẋ1

ẋ
=
l1

l3
     →  ẋ1 = (

l1

l3
) ẋ  

 

x3 = x = l3θ → ẋ =  l3θ̇  →   θ̇ =
ẋ

l3
ẋ2     و          = (

l2

l3
) ẋ  

 
1

2
m1 (

l1

l3
)
2

ẋ2 + [
1

2
m2 (

l2

l3
)
2

ẋ2 +
1

2
j0 (

1

l3
)
2

ẋ2] + [
1

2
(
1

3
m3) ẋ

2] + [
1

2
(
1

3
m4) x2̇] =

1

2
meqx2̇  

 

⇒meq = m1 (
l1

l3
)
2

+m2 (
l2

l3
)
2

+ j0 (
1

l3
)
2

+m3 +
1

3
m4  
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 ( معادل سیستم :روش های محاسبه ی سفتی )ضریب فنریت

 

ها از چندین فنر استفاده می شود که ساختار آنها به صورتهای زیر می  در ارتعاشات فنرها نقش مهمی را ایفا می کنند و در اکثر ماشین

 باشد:

 

  فنر موازی :

 

 
 ∑Pi = ∑Peq     ⇒ 

1

2
K1x1

2 +
1

2
K2x2

2 =
1

2
Keqx

2  

x1 = x2 = x  
∴   K1 + K2 = Keq  

حالت کلی   ∶   Keq = ∑ Ki
N
i=1  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 

 :فنر های سری 

{

FK1 = mg = K1. x1
FK2 = mg = K2. x2
FKeq = mg = Keq. x

→  x1 =
mg

K1
 , x2 =

mg

K2
 ,    x =  

mg

Keq
  

 

⇒ 
1

2
K1x1

2 +
1

2
K2x2

2 =
1

2
Keqx

2    → K1 (
mg

K1
)
2

+ K2 (
mg

K2
)
2

= Keq ( 
mg

Keq
)
2

  

 ⇒
1

K1
+

1

K2
=

1

Keq
 

حالت کلی   ∶   
1

Keq
= ∑

1

Ki

N
i=1  

 

 ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا
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 ارتعاشات یک بعدی:
 

 :ارتعاش فرکانس طبیعی

را فرکانس طبیعی گویند و یک  اگر یک ساایسااتم پس از آشاافتگی اولیه بدون دخالت نیروهای خارجی به نوسااان درآید فرکانس حرکت آن

فرکانس طبیعی مختلف اسات و فرکانس از  جذر ترکیب ضریب فنریت تقسیم بر  nدرجه آزادی به طور کلی دارای  nسایساتم نوساانی با 

 ترکیب جرم معادل بدست می آید و به صورت زیر بیان می شود:

 سبه ی فرکانس ارتعاش طبیعی سیستم یک بعدی :محا

 

 : Keq  و meq. روش محاسبه ی مستقیم 1

ωn = √
 Keq

meq
  

 . روش قانون دوم نیوتن برای سیستم ارتعاش :2

 ( ارتعاش خطی :2-1
∑FX = max = mẍ   

 ( ارتعاش دورانی )زاویه ای( 2-2

∑Mo = j. θ̈  
 . روش پایستگی انرژی در سیستم :3

   EK + EP = cte   ⇒ 
d

dt
(EK + EP) = 0  

 بدون استهلاک انرژی :. روش رایلی : در هر سیستم ارتعاش 4
  EKMax = EPMax  

 
 

 فرکانس ارتعاش طبیعی در شکلهای زیر را محاسبه کنید. مثال(

 

 
 

{
FK1 = K1. x1
FC1 = C1. ẋ1

            ,    x = Rθ   → ẋ = Rθ̇  
   
→  θ̇ =

ẋ

R
   

 

∑FX = meqax = meqẍ  
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meqẍ + Cẋ + Keqx = 0       ⇒      ẍ +
C

meq
ẋ +

 Keq

meq
x = 0          

− FK1 − Fc − FK2 = meqẍ    ⇒  −K1. x1 − Cẋ − K2. x2 = meqẍ  

 

∴ meqẍ + Cẋ + (K1 + K2)x = 0     ⇒  ẍ +
C

meq
ẋ +

(K1+K2)

meq
x = 0   

                        ⇒ ωn = √
 (K1+K2)

meq
  

 

 : meq محاسبه ی 
1

2
mx2̇ +

1

2
j0θ2̇ =

1

2
meqx2̇       ⇒ mx2̇ + j0 (

ẋ

R
)
2

=  meqx2̇  

∴  meq = m+
j0

R
     ⇒     meq = 1.5m  

 

⇒ ωn = √
 (K1+K2)

1.5m
  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 
 

 ( 2شکل شماره 

 

−Mgd1 −mgd2 = (ML
2 +

1

3
mL2) θ̈    

−Mg(Lsinθ) − mg (
L

2
sinθ) = (ML2 +

1

3
mL2) θ̈   

if θ ≤ 60   →  sinθ ≅ θ     

(ML2 +
1

3
mL2) θ̈ + (MgL + mg

L

2
) θ = 0  

θ̈ + [
MgL+mg

L

2

ML2+
1

3
mL2
] θ = 0      ⇒ ωn = √

 Mg+
mg

2

ML+
1

3
mL

  

 

 :جرم میله صرف نظر شوداگر از 
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m

M
≪ 1 ⇒ ωn = √

 g+(
m

M
)
g

2

L+
1

3
(
m

M
)L
  ⇒  ωn = √

g

L
  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 ( 3شکل شماره 

 

 

 وقتی لولا در نقاط مختلف دیسک قرار می گیرد، ممان اینرسی قطبی آن

 فرق می کند و به صورت زیر به دست می آید:

 

  

 

∑Mo = j. θ̈  

jo = jG +ma
2 =

1

2
mR2 +ma2 = (

R2

2
+ a2)m   

for θ ≤ 60 ∶   −mg(aθ) = [(
R2

2
+ a2)m] θ̈  

θ̈ +
mga

(
R2

2
+a2)m

θ = 0       ⇒ ωn = √
ga

R2

2
+a2
    

 در مبدا است ولی چون در این مثال مبدا عوض شده خواهیم داشت: joمعمولا  نکته :

jo = jG +ma
2  

 
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

 ( 4شکل شماره 
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 در فنر خطی وقتی جمع میشود به ما نیرو می دهد ولی فنر پیچشی را جمع یا باز کنیم دیگر نیرو نمی دهد و فقط ممان می دهد. نکته :

 

Fxفنر خطی :                                     = K. x  

 

Mt فنر پیچشی :                                = Kt. θ 

 

 

Mo∑  (جواب = j. θ̈  

− FK1 . a − Kt. θ =  (ML
2 +

1

3
mL2) θ̈        → FK1 = K1. aθ  

(ML2 +
1

3
mL2) θ̈ + (K1a

2 + Kt)θ = 0  

θ̈ +
K1a

2+Kt

ML2+
1

3
mL2
θ = 0     ⇒ ωn = √

K1a2+Kt

ML2+
1

3
mL2

  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ( 0شکل شماره 

 

 

در این شکل باید توجه داشت که دیسک فقط حرکت دورانی دارد و وزنه فقط 

 حرکت خطی دارد ، بنابراین معادلات انرژی جنبشی مختص به خود را دارند.

 

 

∑Mo = j. θ̈  
 

− FK1 . a = (
1

2
MR2 +mR2) θ̈      ⇒ −(K1. x1)a = (

1

2
MR2 +mR2) θ̈  

⇒ (
1

2
M+m)R2θ̈ +  K1a(aθ) = 0 ⇒  θ̈ +

K1a
2

(
1

2
M+m)R2

θ = 0  
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⇒ ωn = √
K1

1

2
M+m

(
a

R
)   

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 (6شکل شماره 

 

 نوک تیر یک، یک سر گیردار است و وسط تیر دو به صورت دوسرگیردارمی باشد،

 دارای یک سر مشترک و یک سر ثابت هستند، بنابراین موازی می باشند.چون هردوتیر 

 

        Keq = K1 + K2  ⇒ {
K1 =

3E1I1

L1
3 نوک تیر    

K2 =
48E2I2

L2
3 وسط تیر    

  

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

 

 (7شکل شماره 

 
 

 
1

2
K1x1

2 +
1

2
K2x2

2 =
1

2
Keqx

2  

{

FK1 = 2T = K1. x1
FK2 = 2T = K2. x2
FKeq = T = Keq. x

→  x1 =
2T

K1
 , x2 =

2T

K2
 ,    x =  

T

Keq
  

 



vibration  

 

20 Dr. eng. D. kalantari            

 

⇒ 
1

2
K1x1

2 +
1

2
K2x2

2 =
1

2
Keqx

2  

   → K1 (
2T

K1
)
2

+ K2 (
2T

K2
)
2

= Keq ( 
T

Keq
)
2

  

 

⟹ Keq =
4

K1
+

4

K2
      ⟹ Keq =

K1.K2

4(K1+K2)
    

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

 (8شکل شماره 

 
 Keq = K                 

 چون قاب ها در کشش فنر تاثیری ندارند ، بنابراین داریم: 

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

 

 (9شکل شماره 

 

 

به  فنریت معادل با رها شدن وزنه از قاب زاویه راس ثابت قاب ، کوچکتر شده بنابراین فنر جمع می شود و ضریب

  صورت زیر به دست می آید.

 
 

{
∆h = x
∆y = xفنر
   

 

h2 + y2 = L2    
دیفرانسیل
→     2h∆h + 2y∆y = 2L∆L = 0  ⇒ hx + yxفنر = 0   → x = − tan (

θ

2
) . xفنر  

1

2
Kxفنر

2 =
1

2
Keqx

2      ⇒  K (
x

− tan(
θ

2
)
)

2

= Keqx
2     ⇒ Keq = Kcot

2 (
θ

2
)  
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 ااااااااااااااااااااااااااااااااااا
 فصل سوم:

 

 

 تحلیل حرکت ارتعاشی یک بعدی: 

 

 
 

 {
C ∶ ضریب میرایی سیستم

K:  ضریب فنریت سیستم
     

 

هایی که فقط بر اثر آشفتگی اولیه و بدون دخالت نیروی خارجی نوسان می کنند دارای ارتعاش آزادند. نوسان آونگ ساعت دیواری  سایستم

 نمونه هایی از ارتعاش آزادند. ،و یا تاب خوردن کودک

 ساده ترین سیستم نوسانی است و سه مشخصه دارد: ،نشان داده شده است فوقفنر که در شکل  -جرمسیستم 

 تعیین می شود. xبا یک مختصه  mدارای یک درجه آزادی است؛ زیرا وضعیت جرم  -1

 زیرا نیروی خارجی بر آن وارد نمی شود. ؛دارای ارتعاش آزاد است -2

نه حرکت آن تيییر می کند ودر صاورت نبودن میراگر شاکل سااده تر شاده و سیستم را نامیرا دام ،گر باشادرای میرااگر مانند شاکل زیر دا

 گویند و دامنه حرکت آن تيییر نمی کند.

                                                                         
∑FX = meqax = meqẍ  

 

−Kx − Cẋ = mẍ     ⇒ mẍ + Cẋ + Kx = 0  
   
←   معادله ارتعاش یک بعدی

mr2 + Cr + K = 0
   
←   معادله مشخصه 
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r1,2 =
−C±√C2−4mk

2m
   ⇒  r1,2 = −

C

2m
±√(

C

2m
)
2

− (
K

m
)
2

     

 

ریشه داخل رادیکال = 0 
          
→  (

C

2m
)
2

− (
K

m
)
2

= 0  ⇒
Cc

2m
= √

K

m
= ωn   

→ Cc = 2mωn    (ثابت میرایی بحرانی سیستم)      

C∶ثابت میرایی سیستم

Cc∶ثابت میرایی بحرانی سیستم
= ε    (نسبت میرایی سیستم)  ⇒ C = εCc   

 

r1,2 = −
εCc

2m
±√(

εCc

2m
)
2

− (
K

m
)
2

  ⇒  r1,2 = −εωn ±√ε2ωn2 −ωn2   

⇒ r1,2 = −εωn ± √ε2 − 1ωn   

r1,2 = −εωn ±√ε2 − 1 (−1). ωn                 (i = √−1)    

 
 نسبت میرایی سیستم ها:"ف ریشه ها برای شرایط مختل

𝜀 < 1 𝑜𝑟 𝐶 < 𝐶𝑐    

r1,2 = −εωn ± i√ε2 − 1 . ωn  

 

√ε2 − 1 . ωn = ωd   (فرکانس ارتعاش میرایی سیستم)  

 

x(t) = C1e
r1t + C2e

r2t     ⇒  x(t) = e−εωnt[C1e
iωdt + C2e

−iωdt]  

 

x(t) = e−εωnt[C1
(cosωdt+i sinωd t) + C2

(cosωdt−i sinωd t)]  

 

x(t) = e−εωnt[C1
′ Cos ωdt + C2

′ sin ωdt]           {
C1
′ = C1 + C2

C2
′ = i(C1 − C2)

   

}         اعمال شرایط مرزی  
x(0) = x0 

ẋ(0) = x0̇  
}   

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ



vibration  

 

23 Dr. eng. D. kalantari            

 

 نسبت کاهش لگاریتمی دامنه نوسان در ارتعاشات آزاد یک بعدی با میرایی کند:

 

 
x1

x2
=
e−εωnt1.x0[cos(ωdt1+φ0)]

e−εωnt2.x0[cos(ωdt2+φ0)]
t2 و                   = t1 + τd  

 
x1

x2
=

e−εωnt1[cos(ωdt1+φ0)]

e−εωn(t1+τd)[cos(ωdt2+φ0)]
  

 
x1

x2
=

e−εωnt1[cos(ωdt1+φ0)]

e−εωnt1 .e−εωnτd .cos(ω𝑑t1+2π+φ0)
  

 
x1

x2
= e−εωnτd      →  ln

x1

x2
= εωnτd  

 

 نسبت کاهش لگاریتمی دامنه نوسان:

 
 

 کاهش لگاریتمی، که آهنگ کاهش دامنه ارتعاشات آزاد میرا را نشان می دهد

 به عنوان لگاریتم طبیعی نسبت دو دامنه متوالی دلخواه تعریف می شود. 

 بنابراین پس از اندازه گیری دو دامنه متوالی دلخواه و تعیین نسبت لگاریتم طبیعی آنها،

 نسبت میرایی ویسکوز را می توان بدست آورد؛  

 تعیین کرد.با اندازه گیری دو دامنه غیرمتوالی نیز می توان نسبت میرایی را 

 

 

         δ = ln
x1

x2
          →  δ = εωnτd       

 

   δ = ln
x1

x2
=  δ = ln

x3

x4
= ln

xm

xm+1
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x1

xm
=
x1

x2
∗
x2

x3
∗ …∗

xm−1

xm
   ⇒  ln

x1

xm
= ln

x1

x2
∗ ln

x2

x3
∗ …∗ ln

xm−1

xm
  

ln
x1

xm
= (m− 1)δ   → δ =

1

m−1
ln
x1

xm
  

 

x(0) = x0 →  x0 = 1[c1
′ ∗ 1 + c2

′ ∗ 0]   → c1
′ = x0  

 

ẋ(t) = (−εωn)e
−εωnt[c1

′ cosωdt + c2
′ sinωdt] + e

−εωnt[−c1
′ . ωd Sinωdt +

c2
′ . ωd Cosωdt]   

t = 0  →  ẋ(0) = ẋ0  

ẋ0 = −εωn ∗ 1[c1
′ + 0] + 1 ∗ [0 + c2

′ωd]         →   c2
′ =

ẋ0+εωnx0

ωd
  

→       x(t)  =e−εωnt[x0cos (ωdt + φ0)]  

x(t)  =e−εωnt[x0cos (ωdt + φ)] 

x0 = √c1
′ 2 + c2

′ 2    → φ0 = Arc tan (
c2
′

c1
′)       

δ  =
1

m−1
ln
x1

xm
            →     δ  تعیین    

   

δ0 = εωnτd   

{
 ε =

δ

ωnτd  

 τd =
2π

ωd

 → ε =
δ

ωd(
2π

ωd
)
  

 

ε =
δ √1−ε2  .ωn 

ωn.2π
 =

δ√1−ε2 

2π
    →   ε2(2π)2 = δ2(1 − ε2)     →   ε2. [(2π)2 + δ2] =  δ2 

→      ε =
δ

√δ2+(2π)2
                  «  ε تعیین »   

 



vibration  

 

25 Dr. eng. D. kalantari            

 

ε =
c

cc
    →      c = ε . cc    و cc = 2m.ωn     →     «c = ε(2m.ωn)  »     

 

ωd = √1 − ε
2 .ωn      و ∶             

{
       τd   معلوم

ωd =
2π

τd
معلوم     

 →               «ωn =
ωd
√1−ε2

   »  

 

« ωn = √
K

m
     →       K = m .ωn

2  »  

 

      

τd =
2π

ωd
= 

2π

√1−ε2  .ωn
  

 

x = √c1
′ 2 + c2

′ c1  و      2
′ = x0   و c2

′ =
ẋ0+εωnx0  

ωd
   

x3

x1
= 0. 1  →    δ =  

1

3−1
ln
x1

x3
 =  

1

2
ln 10  

 

δ =  ln
x2

x1
    → « 

x2

x1
= 𝑒δ»   

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

    
     سیکل به       0.5به طوری که دامنه نوسان در  ، 200Kgبه جرم  ر یک موتورسیکلتمطلوب است طراحی فنر ومیراگ( مثال

1

4
 کاهش یابد

                       ؟باشد Sec2و دوره ی تناوب میرائی ارتعاشات  
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x1.5

x1
=
1

4
 و 

x2

x1.5
=
1

4
     →  

x2

x1
=
1

4
 ×  

1

4
=

1

16
   →    «  

x1

x2
= 16 »     

                                                       

δ =  ln
x1

x2
 = ln 16 = 2.7726   →     δ = 2.7726   

ε =
δ

√δ2+(2π)2
  = 0.4034 < 1        →       𝜀 = 0. 4037  

τd = 2Sec   , τd =
2π

ωd
 →  ωd =

2π

2
=  π  

rad

s
      →  ωd = π  

rad

s
    

ωd = √1 − ε
2 . ωn →   ωn =

ωd

√1−ε2
   

ωn =
π

√1−(0.4037)2
= 3.438         →    «ωn = 3.4

rad

s
 »    

ωn = √
K

m
 →   K = m ωn

2  = 200 ∗ (3.438)2 = 2352 →   K = 550.08 → c = 550.08  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 سیستم های ارتعاش آزاد یک بعدی : ارتعاش حالت

 

«1        »𝛆 < :   کند میرا             𝟏
𝐥𝐦𝐩
→   

«0       »𝛆 = :    میرایی بحرانی            𝟏
𝐥𝐦𝐩
→             𝐂 =  𝐂𝐜  سیستم ارتعاش نکند    ←

«4  » 𝛆 >   :    سیستم تند میرا                                                                                  𝟏

 سکوز گویند.میرایی بحرانی را نسبت میرایی وینسبت ثابت میرایی به 

ε =
𝑐

𝑐𝑐
  



vibration  

 

27 Dr. eng. D. kalantari            

 

 سیستم کندمیرا: -1

 این معادله یک حرکت هارمونیکی میرا را نشان می دهد. فرمول کلی آن به صورت زیر می باشد که

𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒
(−𝜀+𝑖√1−𝜀2)𝜔𝑛𝑡 + 𝑐2𝑒

(−𝜀−𝑖√1−𝜀2)𝜔𝑛𝑡   

 فرکانس زاویه ای این حرکت که آنرا فرکانس ارتعاشات میرا گویند چنین است:

𝜔𝑑 = √1 − 𝜀2𝜔𝑛  

است. گفتنی است که حالت کندمیرا تنها حالتب  𝜔𝑛نامیرای ملاحظه می شاود که فرکانس ارتعاشات میرا همواره کمتر از فرکانس طبیعی 

 است که در آن حرکت به صورت نوسانی است.

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 سیستم با میرایی بحرانی: -2

 سرانجام متوقف می شود و معادله آن به صورت زیر می باشد:این سیستم یک حرکت نامتناوب است که درنتیجه حرکت مذکور 

  𝑥(𝑡) = (𝑐1 + 𝑐2𝑡)𝑒−𝜔𝑛𝑡  

𝑥(𝑡) = [𝑥0 + (�̇�0 + 𝜔𝑛𝑥0)𝑡]𝑒
−𝜔𝑛𝑡  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 سیستم تندمیرا: -3

𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒
(−𝜀+𝑖√𝜀2−1)𝜔𝑛𝑡 + 𝑐2𝑒

(−𝜀−𝑖√𝜀2−1)𝜔𝑛𝑡  

 معادله بالا نشان می دهد که شرایط اولیه سیستم هرچه باشد حرکت نامتناوب است. 

 ند حرکت بر حسب زمان به صورت نمایی کاهش می یابد.ا از آنجا که ریشه ها منفی

if( ε = 1) ∶   

r1,2 = −εωn ± √1 − ε2ωn      →  r1,2 = −εωn  

x(t) = C1e
rt + C2e

rt       →  x(t) = C1e
−εωnt + C2e

−εωnt  

 ⇒  x(t) = (C1 + C2)e
−εωnt      

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 ثابت می ماند، Tعمود بر سیستم تيییر مکان می دهد،متصل است. فرض کنیم وقتی جرم در امتداد  Tبه یک ریسمان،با نیروی کشش  mجرم مثال(

 فرکانس طبیعی سیستم را پیدا کنید. 

 

 

∑Fx = max = mẍ  → −F1sinθ1 − F2sinθ2 = mẍ   

mẍ + T(sinθ1 + sinθ2) = 0  

 

sinθ1 =
x

l1
=

x

√x2+b2
=

x

b√(
x

b
)
2
+1

=
x

b
 
    
x

b
≤1         

→      sinθ1 =
x

b
  

sinθ2 =
x

a
  

mẍ + [T (
1

a
+
1

b
)] x = 0  

              
→    ẍ +

T(
1

a
+
1

b
)

m
x = 0  

ωn = √
T(
1

a
+
1

b
)

m
  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــ
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 :چهارمفصل 

 
 ارتعاشات اجباری هارمونیکی یک بعدی:

 

سایساتم تحت تاثیر بر انگیزش خارجی نوسان می کند دارای ارتعاش واداشته هست. این برانگیزش می تواند هارمونیک یا غیر وقتی یک 

 هارمونیکی، متناوب، غیر متناوب یا تصادفی باشد

ور ناگهانی اعمال ط پاساخ به یک سیستم برانگیزش هارمونیکی را پاسخ هارمونیکی گویند. پاسخ یک سیستم به برانگیزش نامتناوبی که به

 می شود و ممکن است بلند مدت یا کوتاه مدت باشد پاسخ گذرا گویند

اگر فرکانس برانگیزش با فرکانس طبیعی سایساتم برابر باشد پاسخ سیستم بسیار بزر  می شود که به این حالت تشدید گویند که باع  

 شکست سیستم می شود وباید از آن جلوگیری کرد.

 

F(t) = F0cos ωt   

 

∑Fx = max = mẍ  → F(t) − FK − FC =  mẍ   

→ F0cos ωt − Kx − cẋ = mẍ        → mẍ + cẋ + Kx = F0cos ωt  

  

 حل معادله ی دیفرانسیل :

 غیرهمگن: –معادله خطی مرتبه دوم 

mẍ + cẋ + Kx = F0cos ωt  
x(t) = xc(t) + xp(t)  

 

 معادله همگن :                                                                                       

mẍ + cẋ + Kx = 0  
xc(t) = C1cosω𝑑t + C2sinω𝑑t  

 پاسخ خصوصی:

xp(t) = t
r(x1cosωt + x2sinωt)  

xp(t) = x1cosωt + x2sinωt → xp(t) = x cos(ωt − φ)  

 حل پاسخ خصوصی :

xp(t) = x cos(ωt − φ)  

xṗ(t) = −x ωsin(ωt − φ)  

xp̈(t) = −x ω
2cos(ωt − φ)  
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 در معادله قرار می دهیم:

−mx ω2cos(ωt − φ) − cx ωsin(ωt − φ) + Kx cos(ωt − φ) = F0cos ωt  

 

−mx ω2[cosωt. cosφ + sinωt. sinφ] − cx ω[sinωt. cosφ − cosωt. sinφ] + Kx[cosωt. cosφ +

sinωt. sinφ] = F0cos ωt  

 

{
−mx ω2cosφ + cx ωsinφ + Kxcosφ = F0cos ωt

−mx ω2sinφ − cx ωcosφ + Kxsinφ = 0              
  

 

{
x[(K − mω2)cosφ + cωsinφ] = F0               ∗1
x[(K − mω2)sinφ − cω cosφ] = 0                ∗2

  

 

∗2→  tanφ =
cω

(K−mω2)
   → φ = tan−1 (

cω

(K−mω2)
)  

    

{
(K − mω2)cosφ + cωsinφ =

F0

x

(K − mω2)sinφ−= cω cosφ
  

{
Acosφ + Bsinφ = L         ∗3
Asinφ = Bcosφ                   

  

 

به توان دو    ∗3= A2cosφ2 + B2sinφ2 + 2ABsinφ. cosφ = L2  

A2(1 − sinφ2) + B2(1 − cosφ2) + 2ABsinφ. cosφ = L2  

A2 + B2 − A2sinφ2 − A2sinφ2 + 2Asinφ. (Asinφ) = L2  

∴ A2 + B2 = L2     → (K − mω2)2 + (Cω)2 = (
F0

x
)
2

  

→  x =
F0

√(K−mω2)2+(Cω)2
  

x =
F0

K√(1−
m

K
ω2)

2
+(
C

K
ω)

2
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{
  
 

  
 ωn = √

K

m
  
         
→  

m

K
=

1

ωn
2                                                                                   

ε =
C

Cc          
→  C = εCc                                                                                         

C = ε(2mωn)                                                                                                          
Cω

K
=
ε(2mωn)ω

K
= 2ε (

ωn.ω

ωn2
) = 2ε (

ω

ωn
) = 2rε  →

Cω

K
= 2rε  

   

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 پدیده ضربان:

 

ه نوسان پدیده دامناگر فرکانس برانگیزش و فرکانس طبیعی یک سیستم تقریبأ باهم برابر باشند ممکن است پدیده ضربان روی دهد ، در این 

  .بصورت منطم افزایش و کاهش می یابد

𝛚نسبت فرکانس سیستم  

𝛚𝐧
= 𝐫 

x =
F0
K

√(1−r2)2+(2rε)2
                

φ = tan−1 (
cω

K

(1−
m

K
ω2)
)  ⇒ φ = tan−1 (

2rε

(1−r2)
)  

 

x(t) = xC(t) + xp(t)  

 
xp(t) = x cos(ωt − φ)  
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xc(t) = C1cosωdt + C2sinωdt  

 C1 وC2:از شرایط مرزی مسئله تعیین میشوند 

 

{
x(t = 0) = x0
ẋ(t = 0) = x0̇

   

 تشدید  در سیستم های ارتعاش اجباری یک بعدی:

xp(t) = x cos(ωt − φ)  

x =
δst

√(1−r2)2+(2rε)2
       ,          δst =

F0

K
     ,            

ω

ωn
= r     

 

lim
r
 
→1
xp(t) = lim

ω
 
→ωn

xp(t) = (
 δst

2ε
) cosωt  

 ε شود. )میراگر( مانع از ایجاد رزونانس یا تشدید در سیستم می 

 

F(t) = F0cos ωt,      x =
δst

√(1−r2)2+(2rε)2
  

{
 
 

 
 if ε > 0 ∶ 𝑓𝑜𝑟 𝑟 =  

ω

ωn
= 1 

        
→  

x

δst
=

1

2ε

ω → 0      ,     ε =  
C

C0
                                        

if ε = 0 ∶ 
        
→  

x

δst
=

1

1−r2
                           

  

  

 به روابط فوق توجه فرمایید. شود.شود که میراگر از سیستم حذف  در سیستم ارتعاش اجباری یک بعدی تشدید زمانی ایجاد می نکته:

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ε»    حالت بدون میراگر: = 0 »                         

 

mẍ + Kx = F0Cosωt   

x(t) = xc + xp(t)  

x(t) = C1Cosωnt + C2Sin ωnt + x Cos(ωt − φ)  

{
ε = 0 →   x =  

δst

√(1−r2)
        → x(t) =  C1Cosωnt + C2Sin ωnt +   

δst

1−r2
Cosωt 

C = 0 →  φ = 0                                                                                                                                
  

C1  , C2   از شرایط مرزی سیستم هستند 

{
x(t = 0) = x0
ẋ(t = 0) = ẋ0

     →   x0 = C1 + 0 + 
δst

1−r2
∗ 1    →  C1 = x0 −  

δst

1−r2
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ẋ(t = 0) = ẋ0         → ẋ(t) = −C1ωnSin ωnt + C2ωnCos ωnt −
δst

1−r2
ωSin ωt   

x0 = C2ωn       →   C2 =
ẋ0

ωn
  

C1و  C2   . را در معادله قرار می دهیم 

x(t) = (x0 −
δst

1−r2
)Cos ωnt + (

x0

ωn
) Sin ωnt +

δst

1−r2
Cos ωt   

 

x(t) = x0Cos ωnt +
x0

ωn
 Sin ωnt + [

Cos ωt−Cos ωnt

1−r2
] . δst   

 

lim
r→1
x(t) = x0Cos ωnt + (

x0

ωn
) Sin ωnt +

0

0
 δst  حالت مبهم  

ω یا    = ωn   

 

هوپیتال  ∶ H   →    { x(t) = x0Cos ωnt + (
x0
ωn
)Sin ωnt + δst (

−tSin ωt−0

1−(
1

ωn
2)(2ω)

)

ω → ωn                                                                                                            

   

 

 «[x0Cos ωnt + (
x0
ωn
)Sin ωnt] + δst  

tωn
2
Sin ωt   x(t) =       » 

 است. 𝐱𝐩(𝐭)   و عبارت دومی   𝐱𝐜(𝐭)در رابطه ی بالا عبارت اولی 

 

 ضریب بزرگنمایی:

 

کمیت 
𝑋

𝛿𝑠𝑡
نشان می  Mرا با حرف  را که نسابت دامنه دینامیکی به دامنه اساتاتیکی اسات ضاریب بزرگنمایی یا نسابت دامنه گویند که آن

𝑟دهند و تيییرات آن برحسب  =
𝜔

𝜔𝑛
MMax        نشان داده می شود.  = (

x

δst
)Max  

0اگر -1 <
𝜔

𝜔𝑛
<  در این حالت پاسخ هارمونیکی سیستم و نیروی برانگیزش همفازند. 1

اگر -2
𝜔

𝜔𝑛
>  درجه اختلاف فاز دارند یعنی دامنه پایدار تقریبا صفر است. 185پاسخ سیستم و نیروی برانگیزش به اندازه  1
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اگر -3
𝜔

𝜔𝑛
=  پاسخ سیستم در حالت تشدید است. 0

, m)در سیستم  ارتعاش اجباری هارمونیک مقادیر سیستم  -مثال k , c)  معلوم است ، می خواهیم بدانیمM  یا(x)   به ازای چه مقداری 

 چقدر است ؟MMax   یا (xMax)یعنی حداکثر می شود و حداکثر   rاز 

 

 

dM

dr
= 0  →

0−
[2(1−r2)(−2r)+(2ε)2.(2r)]

√(1−r2)
2 
+(2r ε)

2

(1−r2)
2 
+(2r ε)

2    = 0  

 

2(1 − r2)(2r)  =  (2ε)2. (2r) → (1 − r2) =  2 ε2   

→  r2 = 1−2ε2    →    r = √1− 2ε2   

rبه ازای  = √1 − 2ε2    مقدارM  یا(x) : حداکثر می شود با شرط 

1 − 2ε2 ≥ 0  →   2ε2 ≤ 1   →   ε ≤  
1

√2
   →   ε ≤  

√2

2
        →   ε ≤ 0. 707         

εسوال :  اگر  > 0.  باشد چه اتفاقی می افتد ؟      707

 جواب : سیستم اکسترمم ندارد .

rباجاگذاری   = √1 − 2ε2   : داریم 

 

            MMax = (
x

δst
)Max =

1

√(1−(1−2ε2))2+4(1−2ε2)ε2 
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             MMax =
1

√4ε4+4ε2−8ε4
 =

1

√4ε2   −4ε4
 →        MMax = 

1

2ε √1−ε2
  

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 کاربرد عملی در صنعت :

         δst =
F0

K
  

 

MMax ااندازه گیری          →   ε  بدست میاید  

  ε =  
C

C0
=

C

2mωn
= 

C

2√K .m
  →             C = 2√K .m  . ε    

 

 
 پاسخ پایدار سیستم ارتعاش نشان داده شده )ارتعاش نشینمنگاه شیر( را بدست آورید؟ مثال :

          
 

        P(t) = P0 = cte  

x

δst
= 

1

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
 
    ε=0     
→       x =

δst

1−r2
        ,         δst =

F0

K
  

 

→ x =
F0
K

1−(
ω

ωn
)
2 =

P0A0

K(1−(
ω

ωn
)
2
)
        , ,    A =

πD0
2

4
  

 

ωn = √
K

meq
     ∗1  ,       meq = mv +

1

3
ms       ∗2      

            ∗1 ,∗2         
⇒            ωn معلوم  ⇒  x  بدست آید می       

 

⇒ xp = x sin ωt  
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 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 دوار: ارتعاشیسیستم های  بررسی

 

 
 

 

است  Mنامیزانی در ماشین های دوار یکی از عوامل اصلی ارتعاشات است در شکل مدل ساده یک ماشین نامیزان را نشان داده ، جرم کل ماشین 

 در جهت های مخالف می چرخند نیروی سانتریفیوژ𝜔 و دو جرم خارج مرکز با سرعت زاویه ای ثابت
𝑚𝑒𝜔2

2
به عنوان برانگیزش  Mبرای جرم    

خارجی محسوب می شود و در جهات مخالف می چرخد ، مولفه های افقی نیروی مذکور یکدیگر را خنثی می کنند اما مولفه های عمودی باهم 

   بیان می شود.  F=me𝜔2sinωtجمع می شوند و در امتداد محور تقارن اثر می کنند برایند این مولفه عمودی با رابطه  

     

←  جرم کل سیستم ارتعاشی  𝐌𝟎   

(جرم خارج از مرکز) جرم بالانس نشده ← 𝐦   

نیروی گریز از مرکز   ←  𝐅𝐜  

 

 ∑Fτ = M0 aτ  

 

FCτ
2

− FCτ
2

= M0 aτ →   «aτ = 0»  

 

∑Fτ = M0 aτ = M0 ẍ  
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M ẍ + Cẋ + Kx = FCxsin ωt  

  

       FCx = F0sin ωt  

         F0 = meω
2  

 

 

 
 
 

:معادله ی ارتعاش M0  ẍ + Cẋ + Kx = meω2sin ωt   

xC =   فصل دوم

xp(x) = x sin( ωt − φ)  

x

δst
=  

1

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
          

x =
F0
K

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
=

meω2

K

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
    

ε =
C

Cc
       ,

ω

ωn
= r  

φ = tan−1 (
2r ε

(1−r2)2 
) ωn    و           = √

K

M0
        →   K = M0ωn

2    

 

𝑥𝑀0

𝑚.𝑒
=

𝑟2

√(1−𝑟2)2+(2𝑟ε)
2
           

{
 
 

 
←  جرم کل  ارتعاش   M0

جرم خارج از مرکز ← m

←  فاصله خارج از مرکزیت   e

  

 

x =  

meω2

M0ωn
2

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
               

 

𝛉 0 𝟗𝟎 𝟎 

𝐅𝐂𝐱
𝐅𝟎

 
0 1 
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 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 انتقال پذیری در سیستم های ارتعاشی یک بعدی )سیستم های ارتعاشی با پایه ی واداشتی ( :
 

به آن منتقل می شود که به آن نیروی انتقال یافته گویند  Fوقتی پایه یک سایساتم حرکت می کند بر اثر واکنش فنر و کمک فنر ، نیروی 

 کت جرم هم فاز هستندرگفتنی است که نیروی انتقال یافته و ح

=
𝐹𝑇

𝐾𝑌
 نیروی انتقال یافته

 
 

              
 
F(t) = F0cos ωt 
 
y(t) = Ysin ωt 
 

∑Fτ = M ax = M ẍ   
 

−K(x − y) − C(ẋ − ẏ) = M  ẍ 
 
M  ẍ +Cẋ + Kx = Cẏ + Ky 
  

{
y = Ysin ωt       
ẏ = YωCos ωt 

  

                         
             

{
 
 

 
 M ẍ + Cẋ + Kx = CYωCos ωt + KYsin ωt              (1) رابطه      

M ẍ + Cẋ + Kx = A Sin (ωt − α)                                دامنه است A 

A Sin (ωt − α) = A[sin ωtCos α − Cos ωtsinα]      (2)     رابطه 

  

( باهم برابر است ، نتیجه می گیریم :2( و )1) چون طرف دوم رابطه های  

 

⇒       {
ACos α = KY
−A Sinα = CYω
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tan α = −
CYω

KY
⇒ α = tan−1 (

−Cω

K
)  

 

 

  
: 2به توان   

        A2(Cos2α + Sin2α) = (Ky)2 + (CYω)2 ⇒ 
 

A=Y√K2 + (Cω)2  

 
 
  
M ẍ + Cẋ + Kx = A Sin (ωt − α)   
 

A=Y√K2 + (Cω)2      ,   α = tan−1 (
−Cω

K
)    

ε =
C

Cc
  ⇒  C =  ε  Cc    ⇒ Cc = 2m ωn  

x

Y
=

1 − (2r ε)2 

√(1 − r2)2 + (2r ε)2 
 ⇒
x

Y
= [

1 + 2r ε

(1 − r2)2 + (2r ε)2
]

1
2

 

 
M ẍ + Cẋ + Kx = F0 Sin (ωt − φ) 
 
xp(t) = x sin( ωt − φ) 

 
M ẍ + Cẋ + Kx = A Sin (ωt − α)  
 

φ = tan−1 (
2r ε

(1 − r2)
)                ,      α = tan−1(−2r ε) 

 
xp(t) = x sin( ωt − φ)    ⇒ φ =  α +  ψ 

 
 : در پایه واداشتی

φ = tan−1 (
2r ε

(1−r2)
) −  tan−1(−2r ε)    

 

  خلاصه:
 
 

M ẍ + Cẋ + Kx = A Sin (ωt − α)  
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 A=Y√K2 + (Cω)2 

  
α = tan−1(−2r ε)  
 
 
x(t)     :پاسخ = xc(t) + xp(t)     

است (پاسخ خصوصی)  در  این رابطه xc(t) پاسخ همگن (گذرا) و  xp(t)  پاسخ پایدار سیستم

 xp(t) = x sin( ωt − φ)   

x

Y
= [

1+2r ε

(1−r2)2 +(2r ε)2
]

1

2
  

 

 

φ = tan−1 (
2r ε

(1−r2)
) −  tan−1(−2r ε)  

بجایی پایه  حداکثر جا   :y  

φ = tan−1 (
2r ε

(1−r2)
) −  tan−1(−2r ε)     

  X: حداکثر جابجایی پایدار بن جرم  

Td =
x

Y
   ⇒ [

1+(2r ε)2 

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
]
2

< 1      

 
1+(2r ε)2 

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
< 1 ⇒ 1 + (2𝑟 𝜀)2 < (1 − r2)2 + (2r ε)2  

 

 

⇒ (1 − r2)2 > 1 ⇒ −1 > 1 − r2 > 1  
 

⇒ {
1 − r2 > 1 ⇒ r2 < غ ق ق                              0

1 − r2 < −1 ⇒ r2 > 2  ⇒ 𝑟 > ق ق    2√
  

 

 نکات :  

{
(1)for ∶ r > √2  ⟹ ε ∕ Td < 1

(2)ifε = 0 ⇒         بدون فراگیر  
 

 

Td =
x

Y
=

1

1 − r2
 

lim
r→1
Td = ∞ 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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.مثال : فونداسیون سازه به صورت هارمونیک تحت زمین لرزه قرار می گیرد ، دامنه ارتعاش پایدار سقف را بدست آورید   
 

∑Fτ = mẍ = −K(x − y) 

 

mẍ + K(x − y) = 0 → mẍ + Kx = Ky    ∗1 
ay = ÿ = Acosωt 

 

Vy = ⟶ انتگرال گیری ẏ(t) = +
A

ω
sin ωt + C1  

→ انتگرال گیری y(t) = −
A

ω2
Cos ωt  + C1t + C2  

اعمال شرایط مرزی ∶ t = 0 → ẏ(t) = y(t) = 0  

t = 0
      y(t)          
→       −

A

ω2
+ C2 = 0 ⇒ C2 =

A

ω2
  

t = 0
     ẏ(t)          
→       C1 = 0  

 

y(t) :داریم = −
A

ω2
Cos ωt  +

A

ω2
    ∗2  

       ∗1,∗2
→      mẍ + Kx = −

KA

ω2
Cos ωt  +

KA

ω2
  

 

1)  mẍ + Kx =   (جواب معادله همگن  فصل 2)       0

 ( استفاده می کنیم:Super Positionبرای حل بخش خصوصی از اصل جمع آثار )
2) xP1(t) =?  

xP1(t) = x cos(ωt − φ)    ,   ε = 0 → φ = 0  
x

δst
= 

1

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
    
  ε=0        
→      

x

δst
=

1

1−r2
  

δst =
F0

K
 
Analogy=F0=−

KA

ω2
 

→              δst =
−
KA

ω2

K
= −

A

ω2
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xP1(t) = x cos(ωt)    و x =
−
A

ω2

1−r2
=

−A

ω2(1−r2)
  

3) xP2(t) = C   →   در معادله صدق می کند 

mẍ + Kx =
KA

ω2
      (xP2(t) = C  → ẋP2(t) = ẍP2(t) = 0  

m(0) + K(C) =
KA

ω2
    → C =

A

ω2
  

∴ xP(t) = xP1(t) + xP2(t)    ⇒ x(t) = xC(t) + xP(t)  

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

نصب شده است. دو سر شفت در دو طرف یاتاقان نصب شده.  dبرروی یک شفت تو پر به قطر  Mمثال( پره توربین خیلی بزر  با جرم 

حالت استاتیکی باشد.   5.1محدوده سرعت توربین را طوری تعیین کنید که حداکثر خیز ) جابه جایی( شفت در حالت  دینامیکی 
m

M
≪ 1 

 

 
 

 

δst =
Mg

K
     , δst =

Mg l3

48EI
  

 
x

δst
≤ 0.1    

x

δst
=

1

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
=

1

|1−r2|
  

x

δst
≤ 0.1 ⇒

1

|1−r2|
≤ 0.1  

{
r2 ≤  جواب ندارد  9−

1 − r2 ≤ −10  → r2≥ 11 → r ≥ 3.3 →
ω

ωn
≥ 3.3 
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ωn = √
Keq

meq
= √

48EI

l3

MT+
m

2

  ⇒ ωn ≥ 3.3√
48

l3(MT+
m

2
)

  

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 ارتعاشی اجباری یک بعدی با پایه برانگیخته :سیستم 

 

گاهی پایه یک سایسایتم دساتخوش حرکت هارمونیکی می شاود. مطابق شکل، تيییر 

نشان می  x(t)و تيییر مکان جرم از وضعیت تعادل استاتیکی را با  y(t)مکان پایه را با 

و ساارعت نساابی بین دو ساار  x-yدهیم. در این صااورت تيییر مکان فنر برابر اساات با 

�̇�میران عبارت است از  − �̇�  

𝑚�̈� + 𝑐(�̇� − �̇�) + 𝑘(𝑥 − 𝑦) = 0 

 

 

 نیروهای وارد بر پایه:

 

 

 

 1)   {
Fm = +Ky
Fb = −Ky

 

 

    

 

 

 

2) {
Fm = +Ky + Cẏ

Fb = −(Ky + Cẏ) = −Fm
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3)  {
Fm = +K(y − x)

Fb = −K(y − x) = −Fm
 

 

 

𝟒)  {

Fm = mẍ
 Fb = −Fm = −mẍ

Fb = −mẍ(t)
 

    

Fb = −Fm = (Kx + Cẋ) − (Ky + Cẋ)  
 

   
 

{

x(t) = x sin (ωt − φ)

ẋ(t) = xω cos (ωt − φ)

ẍ(t) = −xω2sin (ωt − φ)

  ⇒ Fb =mxω
2sin (ωt − φ)   

 

TF میزان انتقال پذیری =
FT

Ky
  →    TF =

mxω2

Ky
       

  TF =
mxω2

Ky
= (

m

K
) (

x

Y
)ω2  

  TF = (
1

ωn
2) (Td)ω

2  

TF = (
ω

ωn
)
2
. Td    →   

TF

Td
 = r2     

TF = r
2 [

1+(2r ε)2

(1−r2)2 +(2r ε)2 
]

1

2
  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  : پنجم فصل
 یک برانگیزش کلیتاثیر تحت با یک درجه آزادی های ارتعاشی سیستم 

 نیروی متناوب تحت تاثیر یک الف(

 نیروی غیر تناوبیتحت تاثیر یک ب( 

 

 نیروهای متناوب و نامنظم:

بررسی می نماییم. این برانگیزش ممکن است متناوب یا ،در این فصل پاسخ سیستم با یک درجه آزادی را که تحت یک برانگیزش کلی است 

 زش در مقایسه با دوره تناوبیدائمی باشاد. اگر مدت اعمال برانگنامتناوب باشاد. برانگیزش نامتناوب ممکن اسات کوتاه مدت، بلند مدت یا 

 طبیعی سیستم کوچک باشد برانگیزش را شوک گویند.

ه داگر سایستم تحت برانگیزش نامتناوب ناگهانی قرار کیرد پاسخ آن شامل ارتعاشات گذرا نیز خواهد بود؛ در این حالت پاسخ گذرا را با استفا

 وان بدست آورد.از انتگرال کانولوشن می ت

 گاهی نیروی وارد بر یک سیستم به صورت نامنظم ولی متناوب است و عبارت تحلیلی برای آن وجود ندارد، مانند نیروی باد یا زلزله. در این

 موارد با آزمایش، نیروی نامنظم را به صورت ترسیمی بدست می آورند.

 
F(t) = F0sin ωt = F0cos ωt  

 

 سری فوریه

 چنین است. τبا دوره تناوب  x(t)سری فوریه تابع متناوب 

𝑥(𝑡) =
𝑎0

2
+∑ (𝑎𝑛 cos 𝑛𝜔𝑡 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜔𝑡)

∞
𝑛=1  

ωکه در آن  =
2𝜋

𝜏
 ضرایب ثابتند. 𝑏𝑛و  𝑎𝑛فرکانس اصلی است و  

 سری فوریه را می توان فقط بر حسب جمله های سینوسی یا کسینوسی نوشت.

 را با سری فوریه نشان می دهیم یک رفتار ناممعلوم از آن مشاهده می شود، مانند موج مثلثی.پدیده گیبس: وقتی یک تابع متناوب 
 

 

 

 

 

 

  

  

F(t) = {
F0        0 ≤ 𝑡 <

T

2

0           0 ≤ 𝑡 <
T

2
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F(t) = {
2F0 (

t

2
)                   0 ≤ 𝑡 <

T

2

2F0 (1 −
t

2
)            0 ≤ 𝑡 <

T

2

  

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

 معادله حاکم بر سیستم:

mẍ + Cẋ + Kx = F(t)  

F(t)~
a0

2
+ ∑ (ajcosjωt + bjsinjωt)

∞
j=1  

a0 =
2

T
∫ F(t)dt
T

0
  

aj =
2

T
∫ F(t)cosjωtdt
T

0
  

bj =
2

T
∫ F(t)sinjωtdt
T

0
  

 نکات مهم:
  مقدار

a0

2
 در یک پریود است.  F(t)برابر با مقدار متوسط تابع  

 .اگر تابعی فرد باشد سری فوریه ی آن نیز فرد است 

 یعنی:

{

a0

2
= 0

aj = 0
  

 .اگر تابعی زوج باشد سری فوریه ی آن نیز زوج خواهد بود 

bjیعنی:   = 0 
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F(t)~

a0

2
+ ∑ (ajcosjωt + bjsinjωt)

∞
j=1  

 

a0 =
2

T
∫ F(t)dt
T

0
=

2

(N∆t)
∑ Fi(∆t)
N
i=1   ⇒ a0 =

2

N
∑ Fi
N
i=1  

 

 

aj =
2

T
∫ F(t)cosjωtdt
T

0
=

2

(N∆t)
∑ Ficosjωt(∆t)
N
i=1   ⇒ aj =

2

N
∑ Ficosjωt
N
i=1  

 

bj =
2

N
∑ Fisinjωt
N
i=1  

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

 

 مثال( یک پمپ تک پیستونه که تولید فشار می کند داریم و با این فرم می خواهیم معادله ی جابه جایی دریچه ی شیر را بنویسیم.

(T=2sec) 
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ω =
2π

T
=
2π

2
= π rad s⁄  

F(t) = P(t)A0 = {
(P0A0)t                  0 ≤ t < 1

P0A0(2 − t)                   1 ≤ t < 2
  

 

F(t)~
a0

2
+ ∑ (ajcosjωt + bjsinjωt)

∞
j=1  

 

مقدار متوسط تابع در پریود 
a0

2
=
1
2⁄ (P0A0∗2)

2
= 1 2⁄

1
2⁄ (P0A0)    

bj تابع زوج = 0  

aj =
2

T
∫ F(t)cosjωtdt
T

0
=
2

2
∫ F(t)cosjωtdt
2

0
  

aj = [∫ (P0A0)t cosjπtdt
1

0
+ ∫ P0A0(2 − t) cosjπtdt

2

1
]  

aj = [P0A0 ∫ t cosjπtdt
1

0
+ 2∫  cosjπtdt

2

1
− ∫ t cosjπtdt

2

1
]  

I1 = [t
1

jπ
 sinjπt + 

1

(jπ)2
cosjπt |

1
0
]     ⇒ I1 =

1

jπ
 sinjπt  
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F(t)~
1

2
P0A0 + a1cosπt + a2cos2πt + a3cos3πt + ⋯  

 

mẍ + Cẋ + Kx = F(t)  

 

mẍ + Cẋ + Kx =
a0

2
+ a1cosπt + a2cos2πt + a3cos3πt + ⋯  

 حل از روش جمع آثار:

{
  
 

  
 

1)mẍ + Cẋ + Kx = 0 → xc(t) 

2)mẍ + Cẋ + Kx =
a0

2
 → xP1(t)

3)mẍ + Cẋ + Kx = a1cosπt → xP2(t) 
.
.
.

  

∴ x(t) ≅ xc(t) + xP1(t) + xP2(t) + ⋯  

 

2)mẍ + Cẋ + Kx =
a0

2
 
       
→ xP(t)  {

xP
′(t) = 0

xP
′′(t) = 0

    ⇒ m(0) + C(0) + KC1 =
a0

2
 ⇒ C1 =

a0

2K
  ⇒

xP1(t) =
a0

2K
  

 

3)mẍ + Cẋ + Kx = F0cosπt  

xP(t) = x cos(πt − φ)     

x

δst
=

1

√(1−r2)2 +(2r ε)2
 ⇒  x =

F0
K

√(1−r2)2 +(2r ε)2
   

       F0=a1             
⇒           x2 =

a1
K

√(1−r2)2 +(2r ε)2
  

φ = tan−1 (
2r ε

1−r2
)  

 

x(t) ≡ xc(t) +
a0

2K
+ x1cos(πt − φ1) + x2cos(πt − φ2) + ⋯  

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 مثال(

 

 

 

F(t) = {
+1           0 ≤ t <

T

2

−1           
T

2
≤ t < 𝑇    

  

 
 

F(t) =
a0

2
+ ∑ (ajcosjωt + bjsinjωt)

∞
j=1  

تابع فرد است {
a0

2
= 0

aj = 0
  

bj =
2

T
∫ F(t)sinjωtdt
T

0
=
2

T
∫ F(t)sinjωtdt
T

2

−
T

2

  

 

bj =
2

T
[∫ (−1)sinjωtdt
0

−
T

2

+ ∫ (+1)sinjωtdt
T

2
0

]  

bj =
2

T
[
1

jω
cosjωt |

0

−T 2⁄
+ (

−1

jω
) cosjω |

T
2⁄

0
]  

 

bj =
2

T
(
1

jω
) [{(1 − cosjωT 2⁄ ) − (cosjω

T
2⁄ − 1)}]  

 

{
jω

T

2

ω =
2π

T

 →  j (
2π

T
)
T

2
= jω → jω

T

2
= jπ  

 

bj =
2

T
(
2

jω
) [1 − cosjωT 2⁄ ]  

bj =
2

jπ
{
2       j = 1,3,5, …
0       j = 2,4,6 , …  
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{
  
 

  
 b1 =

2

1∗π
∗ 2 =

4

π

b2 = 0

b3 =
2

3∗π
∗ 2 =

4

3π

b4 = 0

b5 =
2

5∗π
∗ 2 =

4

5π

  

 

 

F(t) =
4

π
sinωt +

4

3π
sin3ωt +

4

5π
sinωt + ⋯  

F1(x) =
4

π
sinωt  

x1(t) = x1sin(ωt − φ1)  

x1

δst
=

1

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
  →  x1 =

F0
K

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
    

 

    Analogy                
→            x1 =

4

Kπ

√(1−r2)2 +(2r ε)2 
   ,   φ1 = tan

−1 (
2r ε

1−r2
)   

 

x3(t) = x3sin(ωt − φ3)  

 

{
x3 =

4

3Kπ

√(1−(3r)2)2 +(2(3r) ε)2 

φ1 = tan
−1 (

2(3r) ε

1−(3r)2
)

  

 

x3(t) = x3sin(3ωt − φ3)  
 

    ∴ x(t) = x1(t) + x2(t) + ⋯ 
 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 اثر ضربه در سیستم های ارتعاش یک بعدی:

 
 الف(اثر ضربه منفرد

 

 ب( اثر ضربات متوالی

    K =
3EI

l3
    

تابع ضربه واحد  ∶ δ(t)  

 

 
 

∫ F(t)dt
∞

0
= ∫ F(t)dt

∆t

0
+ ∫ (0)dt

∞

∆t
      → ∫ (

1

∆t
) dt

∆t

0
=    تابع ضربه واحد  1

 

 

 برابر واحد است: F-tسطح زیر نمودار 

(ضربه)   F∆t = m∆V(تيییر ممنتوم جسم)   

∫ Fdt
∆t

0
= m∆V  → 1 = m(ẋ0+ − ẋ0−)   {

منفی ∶ قبل ضربه

:مثبت بعد ضربه
  

→ 1 = mẋ0
        
⇒  ẋ0 = ẋ(t = 0) =

1

m
    

 مدل کردن ضربه واحد به فرم سرعت اولیه:

{
x0 = x(t = 0) = 0

ẋ0 = ẋ(t = 0) =
1

m

   ( شرایط اولیه ضربه منفرد)   

 

mẍ + Cẋ + Kx = 0       
 با شرایط     
→      x0 = 0 , ẋ0 =

1

m
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 صورت در نظر می گیریم:ضربه را به دو 

  نیروی∆t 

 )تيییر ممنتوم )سرعت اولیه 

 

mẍ + Cẋ + Kx = 0       →  x0 = 0 , ẋ0 =
1

m
  

→ حل معادله ε با توجه به ⇒  ε < 1 ∶    سیستم کند میرا

 

 مشاهدات فیزیکی در طبیعت:با توجه به 

 

 

 
       x(t) = x0e

−εωntcos(ωdt − φn) 

 x0 = √C1
′ + C2

′                   ,                             φ0 = tan
−1 (

−C2
′

C1
′ )   

  

{
C1
′ = x0      ⇒ C2

′ =
ẋ0+εωnx0

ωd
=

1

m
+0

ωd

C1
′ = 0     ⇒  C2

′ =
1

mωd
 
          
⇒   x0 = C2

′  
     

φ0 = tan
−1 (

−C2
′

0
) =

π

2
   

 

x(t) =
1

mωd
e−εωntcos (ωdt −

π

2
) =

1

mωd
e−εωntcos (

π

2
−ωdt)   

 

⇒ x(t) =
1

mωd
e−εωntsin(ωdt)   ⇒ g(t)     فرمول جایی جابه ضربه واحد  
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X(t)  F(t) 

𝐠(𝐭) پاسخ ضربه واحد = 

𝐠(𝐭) =
𝟏

𝐦𝛚𝐝
𝐞−𝛆𝛚𝐧𝐭𝐬𝐢𝐧(𝛚𝐝𝐭)  

m, k, c ضربه واحد سیستم ارتعاشی یک بعدی δ(t)  

�̃�. 𝐠(𝐭) = 

�̃�. 𝐠(𝐭) =
�̃�

𝐦𝛚𝐝
𝐞−𝛆𝛚𝐧𝐭𝐬𝐢𝐧(𝛚𝐝𝐭)  

m, k, c سیستم ارتعاشی یک بعدی  F̃  

𝐠(𝐭 − 𝛕) =   

=
𝟏

𝐦𝛚𝐝
𝐞−𝛆𝛚𝐧(𝐭−𝛕)𝐬𝐢𝐧(𝛚𝐝(𝐭 − 𝛕))  

 

m, k, c سیستم ارتعاشی یک بعدی  δ(t − τ)  

𝐠(𝐭) + 𝐠(𝐭 − 𝛕)  m, k, c سیستم ارتعاشی یک بعدی  δ(t) + δ(t − τ)  

𝐅�̃�𝐠(𝐭) + 𝐅�̃�𝐠(𝐭 − 𝛕𝟏) + 𝐅�̃�𝐠(𝐭 −

𝛕𝟑) + ⋯  
m, k, c سیستم ارتعاشی یک بعدی  F1̃δ(t) + F2̃δ(t − τ1) + F3̃δ(t −

τ3) + ⋯  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 انتگرال کانولوشن ) دو حامل(:

 

 
 
 

معمولا نیروی برانگیزش نامتناوب در یک مدت مشخص اثر می کند و سپس حذف می شود. ساده ترین نوع آن نیروی ضربه ای است 

 تکان انتگرال کانولوشن را بدست می آوریم.-می کند.( و طبق رابطه ضربه )نیروی بزرگی که در یک مدت کوتاه اثر

 

F̃ = ∫ F(t)dt
∞

0
= ∫ (

1

ε
) dt

ε

0
=   (پاسخ ضربه واحد)  1
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g(t) =
1

mωd
e−εωntsin(ωdt)  

 

 چون ضربه به صورت دلخواه وارد می شود پس باید المان گیری کرد که از جمع این المان ها پاسخ ضربه بدست می آید:

 

F̃(τ) + δ(t − τ) →  m, k, c سیستم ارتعاشی یک بعدی → F̃(τ)g(t − τ) = F̃(τ)∆τg(t − τ)    

 

F̃(τ) = ∫ F(t)dτ
∞

0
= ∫ F(τ)dτ

τ+∆τ

τ
= F(τ)τ |

τ + ∆τ
τ

= F(τ). ∆τ    

 

x(t) = ∑F(τi)∆τg(t − τi)   
 

if ∶  ∆τ
   
→ 0    ⇒  x(t) = ∫ F(τ)g(t − τ)dτ

t1

0
 ⇒  x(t) = ∫ F(τ)

1

mωd
e−εωn(t−τ)sin(ωd(t − τ))dτ

t1

0
    

   
 

 

 چش( یا انتگرال دو هامل:انتگرال کانولوشن ) تلفیق یا پی

𝑥(𝑡) = ∫
1

𝑚𝜔𝑑
𝐹(𝜏)𝑒−𝜀𝜔𝑛(𝑡−𝑧) sin[𝜔𝑑 − (𝑡 − 𝑧)] 𝑑𝜏

𝑡

0
   

 
 حل این انتگرال باید به روش تحلیلی یا عددی انجام شود.

 

X(t)  F(t) 

g(t)   سیستم ارتعاشی یک بعدی 
m,k,c  

𝛿(𝑡)  

g(t-𝝉)   سیستم ارتعاشی یک بعدی 
m,k,c  

𝛿(𝑡 − 𝜏)  

𝑭⏟𝒈(𝒕)   سیستم ارتعاشی یک بعدی 
m,k,c  

𝐹⏟ 𝛿(𝑡)  

𝑭⏟𝒈(𝒕 − 𝝉)    ارتعاشی یک بعدیسیستم 
m,k,c  

𝐹⏟ 𝛿(𝑡 − 𝜏)  

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 لاپلاس در حل مسائل ارتعاشات:تبدیل کاربرد 
 

 برای تعیین پاساخ یک سایساتم که تحت برانگیزش کلی قرار دارد از روش تبدیل لاپلاس می توان استفاده کرد. این روش را برای

معادلاتی که ضااارایب ثابت دارند نیز می توان به کار برد. در این روش معادلات  حل معادله های دیفرانسااایل خطی، خصاااوصااااً

دیفرانسایل را به صاورت معادلات جبری درمی آورند؛ لذا تحلیل آنها سااده می شاود. مزیت اصالی تبدیل لاپلاس این است که به 

 بررسی کند و شرایط اولیه را به طور خودکار در نظر می گیرد.سهولت می توان توابع ناپیوسته را نیز 

 برای استفاده از روشهای تبدیل لاپلاس مراحل یزر را باید طی کرد:

 نوشتن معادله حرکت سیستم -1

 دله حرکت برحسب شرایط اولیهامحاسبه تبدیل لاپلاس تمام جمله های مع -2

 پاسخ تبدیل یافته سیستم -3

 تبدیل لاپلاس معکوستعیین پاسخ با استفاده از  -4

 

l{f(t)} = ∫ F(t)e−stdt
∞

0
  

 

F(t) →  k(α, t)هسته → F(α)  

F(t) →  k(s, t)تبدیل لاپلاس → F(s) = ∫ F(t)e−stdt
∞

0
   

 

F(t)( تبدیل لاپلاس نیروی ثابت 1 = F0: 

F(s) = ∫ F(t)e−stdt
∞

0
=
F0

−s
e−st |

∞
0
  ⇒ F(s) =

−F0

s
(0 − 1) =  

F0

s
  

 

F(t)( تبدیل لاپلاس نیروهای هارمونیک 0 = F0Cosωt : 

F(s) = ∫ F0Cosωt e
−stdt

∞

0
= F0 ∫ (

eiωt+e−iωt

2
) e−stdt

∞

0
  

F(s) =
F0

2
∫  (e−(s−iω)t + e−(s+iω)tdt
∞

0
 ⟹ F(s) =

F0

2
[
−1

s−iω
e−(s−iω)t +

−1

s+iω
e−(s+iω)t |

∞
0
]  

 

F(s) =
F0

2
[
−1

s−iω
(0 − 1) −

1

s+iω
(0 − 1)] =

F0

2
[
1

s−iω
+

1

s+iω
]  
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=
F0

2
[
s+iω+s−iω

s2+ω2
 ]  ⇒  F(s) = F0  

s

s2+ω2
  

 

 نکته : تبدیل لاپلاس یک تابع زوج، فرد میشود و تبدیل لاپلاس یک تابع فرد، زوج میشود.

 

 : 𝛅(𝐭)روی ضربه واحد نی( تبدیل لاپلاس 3

 

F(s) = ∫ δ(t) e
−stdt

∞

0
= ∫ (

1

ε
) e−stdt

ε

0
+ ∫ (0)

∞

ε
e−stdt =

1

ε
(
−1

s
) e−st |

ε
0

  

 

F(s) =
−(e−st−1)

sε
=
0

0
 مبهم  

           از متيییر که مبهم است مشتق میگیریم      
→                        F(s) = limε

 
→0

0−(−s)e−st

s
= 1  

  
 ( :U(t)( تبدیل لاپلاس تابع پله ای  )4

 

F(s) = ∫ U(t) e−stdt
∞

0
 ∫ (1)e−stdt
∞

0
=
−1

s
e−st |

∞
0
  ⇒  F(s) =

−1

s
(0 − 1) =

1

s
    

 

 ( تبدیل لاپلاس پله واحد با تاخیر :0

 

U(t − τ) = {
1          t ≥ τ
0         t < 𝜏

  

 

F(s) = ∫ (0) e−stdt
τ

0
+ ∫ (1) e−stdt

∞

τ
 ⇒  F(s) =

−1

s
e−st  |

∞
τ
=
−1

s
(0 − e−st)  

 

F(s) =
1

s
e−sτ =

e−sτ

s
  

 

 توجه( هر تابع دلخواه:

 

F(t) = F(t)[U(t − τ1) − U(t − τ2)]  

 

 

mẍ + Cẋ + Kx = F(t)  

F(t) = ẋ = ẋ(t)  

F(s) = ∫ e−stẋ(t) dt
∞

0
  
 مشتق جز به جز         
→            {

U = e−st

dV = ẋ(t) dt
 →   {

dU = −se−stdt
V = x(t)
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∫ UdV = UV |
∞
0
− ∫ VdU

∞

0

∞

0
  

 

F(s) = x(t)e−st |
∞
0
− ∫ −se−stx(t)dt

∞

0
 ⇒  F(s) = (0 − x(0)) + s∫ e−st x(t)dt   

 

l{ẋ(t)} = sx(s) − x(0)  

 l{ẍ(t)} = s2x(s) − sx(0) − ẋ(0)   

 

mẍاز معادله  + Cẋ + Kx = F(t) :لاپلاس می گیریم 

 

m[s2x(s) − sx(0) − ẋ(0)] + c[sx(s) − x(0)] + kx(s) = F(s)  

 

s2x(s) − sx0 − ẋ0 +
C

m
sx −

C

m
x0 +

K

m
x =

F(s)

m
  

 

x [s2 +
C

m
s +

K

m
] =

F(s)

m
+
C

m
x0 + sx0 + ẋ0  

 

x =
F(s)

m
+
C

m
x0+sx0+ẋ0

s2+
C

m
s+
K

m

   
      لاپلاس معکوس          
⇒              x(t) = ⋯     

 

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

 سازه نشان داده شده را نسبت به نیروی نشان داده شده بدست آورید:x(t)  مثال( پاسخ جابه جایی

 

   K =
3EI

L3
  

 mẍ + Kx = F(t)      {
F0       0 ≤ t ≤ t0
0                 t > t0

  

 mẍ + Kx = F0[U(t) − U(t − t0)] 
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 لاپلاس می گیریم:

 s2x +
K

m
x =

F0

ms
−
F0

ms
𝐞−𝐬𝐭  

 

x(s2 +ω2) =
F0

ms
−
F0

ms
e−st  

 

x =
F0

ms(s2+ω2) 
−

F0

ms(s2+ω2) 
e−st  

 

 

x(t) = l−1x(s)  

 

x(s) =
F0

m
[

1

s(s2+ω2)
−

1

s(s2+ω2)
e−st]  

 

x(t) =
F0

m
[
1

ωn2
(1 − cosωnt) −

1

ωn2
(1 − cosωn(t − t0)]  

x(t) =
F0

mωn2
[1 − cosωnt − 1 + cosωn(t − t0)]  

x(t) =
F0

K
[cosωn(t − t0) − cosωnt]  

 

 نکته:

 محیط زمان 𝐅(𝐬) 𝐅(𝐭)محیط لاپلاس

𝐅(𝐬)𝐞−𝐬𝐭  F(t)U(t − t0)  
𝐅(𝐬) ≡ 𝐅(𝐬 + 𝐚)  F(t)e−st  

 

  s → s − (−a)  در ف ای لاپلاس فقط اثر شیفت دارد و کاری به تبدیل لاپلاسF(t) .ندارد 

 


